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Re´sume´ :
Nous e´tudions la proprie´te´ alge´brique d’associa-
tivite´ barycentrique pour les fonctions d’agre´gation.
Cette proprie´te´, bien connue dans l’axiomatisation
des moyennes quasi-arithme´tiques par Kolmogoroff-
Nagumo, est souvent conside´re´e comme tre`s naturelle
lorsque le proce´de´ d’agre´gation rappelle celui d’une
moyenne (arithme´tique, ge´ome´trique, harmonique...).
Nous rappelons la de´finition de cette proprie´te´ et nous
en proposons quelques ge´ne´ralisations. Nous pre´sentons
aussi quelques re´sultats, dont certains assez surprenants,
lie´s a` ces proprie´te´s.
Mots-cle´s :
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Abstract:
We investigate the algebraic property of barycentric as-
sociativity for aggregation functions. This property, well-
know in Kolmogoroff-Nagumo’s axiomatization of the
quasi-arithmetic means, is often considered as very natu-
ral whenever the agreggation process is of an (arithmetic,
geometric, harmonic...) mean type. We recall the defini-
tion of this property and propose some extensions. We
also present some results, some rather surprising, related
to these properties.
Keywords:
Aggregation functions, mean function, barycentric as-
sociativity.
1 Fonctions d’agre´gation
En ge´ne´ral, les fonctions d’agre´gation sont
de´finies et utilise´es pour combiner, fusionner et
re´sumer plusieurs valeurs nume´riques en une
seule, de telle sorte que le re´sultat final de
l’agre´gation prenne en compte, d’une manie`re
prescrite, toutes les valeurs individuelles. De
telles fonctions d’agre´gation sont largement
utilise´es dans de nombreuses disciplines bien
connues comme la statistique, l’e´conomie, la fi-
nance, l’informatique, etc.
Pour donner un exemple, supposons que plu-
sieurs personnes forment des jugements quan-
tifiables sur la mesure d’un objet (poids, lon-
gueur, surface, hauteur, importance ou autres
attributs) ou meˆme sur le ratio de deux telles
mesures (combien plus lourd, plus long, plus
grand, plus important un objet est-il par rap-
port a` un autre). Pour atteindre un consensus
sur ces jugements, des fonctions d’agre´gation
classiques ont e´te´ propose´es : la moyenne
arithme´tique, la moyenne ge´ome´trique, la
me´diane et bien d’autres encore.
Pour choisir un mode d’agre´gation raisonnable
et satisfaisant dans un proble`me donne´, il est
utile d’adopter une approche axiomatique et
se´lectionner ainsi les fonctions d’agre´gation qui
ve´rifient certaines proprie´te´s. De telles pro-
prie´te´s peuvent eˆtre dicte´es par la nature des va-
leurs a` agre´ger. Par exemple, dans un proble`me
classique d’analyse multicrite`re, un des objec-
tifs est d’e´valuer le score global d’une alter-
native a` partir de scores partiels obtenus sur
diffe´rents crite`res. Dans ce cas, il ne serait pas
tre`s naturel de donner au score global une va-
leur infe´rieure au plus petit des scores partiels
ou supe´rieure au plus grand des scores par-
tiels. Ainsi, seule une fonction de type “inter-
ne” (une moyenne) peut eˆtre utilise´e. Pour don-
ner un autre exemple, supposons que l’on sou-
haite agre´ger des opinions dans une proce´dure
de vote. Si les votants sont anonymes, la fonc-
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tion d’agre´gation doit eˆtre syme´trique.
2 Associativite´ barycentrique
Une des proprie´te´s alge´briques les plus
inte´ressantes et les plus naturelles dans de
nombreux proble`mes est celle d’associativite´
barycentrique. En effet, celle-ci est ve´rifie´e par
la plupart des moyennes telles que la moyenne
arithme´tique, la moyenne ge´ome´trique, la
moyenne quadratique, la moyenne exponen-
tielle, etc.
Conside´rons une suite de fonctions re´elles
F1(x1), F2(x1, x2), F3(x1, x2, x3), . . . et sup-
posons que chacune de ces fonctions soit
syme´trique, c’est-a`-dire invariante par permu-
tation des variables. Dans sa formulation ori-
ginale introduite par Bemporad [2], la pro-
prie´te´ d’associativite´ barycentrique se traduit
par l’e´quation
Fn(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn)
= Fn(x, . . . , x, xk+1, . . . , xn)
ou` x = Fk(x1, . . . , xk) et k = 1, . . . , n.
Cette proprie´re´ a e´te´ utilise´e inde´pendamment
par Kolmogoroff [3] et Nagumo [5] dans
une caracte´risation des moyennes quasi-
arithme´tiques. Ce re´sultat s’e´nonce comme
suit.
The´ore`me. Conside´rons une suite de fonctions
re´elles F1(x1), F2(x1, x2), F3(x1, x2, x3), . . .
ve´rifiant l’associativite´ barycentrique et sup-
posons que chacune de ces fonctions soit
syme´trique, continue, strictement croissante
sur chacune de ses variables et re´flexive (c’est-
a`-dire Fk(x, . . . , x) = x). Alors, et seulement
alors, il existe une fonction re´elle φ d’une
variable re´elle qui est continue et strictement
monotone telle que








pour tout entier n.
Depuis son introduction, la proprie´te´ d’associa-
tivite´ barycentrique a e´te´ utilise´e par diffe´rents
auteurs [1, 3–5] et sous diffe´rents noms tels
que l’associativite´ des moyennes, l’associativite´
ponde´re´e, la de´composabilite´, et l’associativite´
barycentrique.
Cette proprie´te´ est en fait un cas particulier
d’une proprie´te´ plus ge´ne´rale, que nous appel-
lerons pre´-associativite´ barycentrique, et qui se
traduit par l’implication
Fk(x1, . . . , xk) = Fk(x
′




Fn(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn)
= Fn(x
′
1, . . . , x
′
k, xk+1, . . . , xn).
Lorsque les functions sont re´flexives, cette
dernie`re proprie´te´ se re´duit a` l’associativite´
barycentrique. De nombreuses fonctions
d’agre´gation sont barycentriquement pre´-
associatives sans eˆtre barycentriquement
associatives. Citons par exemples les fonctions
classiquement associatives telles que la somme∑n
i=1 xi et le produit
∏n
i=1 xi.
Dans notre expose´, nous pre´sentons un cer-
tain nombre de proprie´te´s, certaines assez
e´tonnantes, qui relient la pre´-associativite´ bary-
centrique a` l’associativite´ barycentrique. Nous
pre´sentons e´galement des ge´ne´ralisations de ces
proprie´te´s au cas ou` les fonctions ne sont pas
syme´triques, permettant ainsi que conside´rer
des fonctions d’agre´gation ponde´re´es.
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